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者的 Kauffman 括号多项式与后者的 Tutte 多项式之间的关系。为了简化链环





在第二章，我们引入了 universal 图的概念，任一个链环的 Kauffman 括号
多项式可由与其对应的 universal 图的链多项式的一些参数取值而得到，这样就
给出了统一计算同一类链环的 Kauffman 括号多项式的方法，从而简化 Jones 多
项式的计算。我们还一步步地将 universal 图归约到三正则的 3- 连通图（即三维
欧氏空间中的三正则多面体图）和两个特殊图 {R11, R12} （见图 2.12）。我们建
立了素链环与三正则多面体之间的下述关系：设 S 是链环的子集合，对 ∀L ∈ S
都存在一个对应的符号平图的 R 图为三正则多面体图的投影图，除了 (2, n)−





圈数小于７的所有 universal 图（11 个）的链多项式，从而我们可以很容易由
这 11 个 universal 图的链多项式得到交叉点数不大于 13 的所有链环和交叉点数






































It is well known that there is a one-to-one correspondence between link di-
agrams and signed plane graphs. Basing on this fact, Kauffman established a
relation between the Kauffman brackets of links and the Tutte polynomials of the
corresponding signed plane graphs. In this dissertation, we define universal graphs
to simplify the calculations of the Jones polynomials of links and the Homfly poly-
nomials of a type of oriented links. Then we establish a relation between links and
cubic 3-polytopes, and reduce the set of universal graphs to the graphs of cubic
3-polytopes and two special graphs {R11, R12}. Finally we study new configurations
of benzenoid hydrocarbons, called benzenoid links, and determine the structures of
the smallest and the second smallest nontrivial benzenoid links. This dissertation
includes four chapters.
In the first chapter, we introduce some backgrounds and recall some definitions
in knot theory. Then the main results of this dissertation are presented.
In the second chapter, we introduce the concept of universal graphs. The
Kauffman bracket of any prime link can be easily obtained by the chain polynomial
of the corresponding universal graph by a special parametrization. Using this
concept, we can simplify the computations of the Kauffman brackets of links so
that the computing can be done in a unified way for many infinite families of links.
Thus we also simplify the calculations of the Jones polynomials of links. We reduce
the universal graphs to be the cubic 3-connected graphs, that is the graphs of cubic
3-polytopes, and two special graphs {R11, R12} (see Fig. 2.12) step by step. Then we
establish a relation between the prime links and cubic 3-polytopes. Let S be the set
of links such that each L ∈ S has a diagram whose corresponding reduced signed
plane graph is the graph of a cubic 3-polytope. We show that all nontrivial prime
links, except (2, n)-torus links and (p, q, r)-pretzel links, can be obtained from S by
using some operations of untwining. Thus we find an unexpected relation between
links and a classical research object, that is the cubic 3-polytopes. Furthermore we














Definition 2.3.34). Finally we establish a relation between the crossing number
of the link diagrams and the cyclomatic numbers of the corresponding reduced
signed plane graphs, and exhaust all the chain polynomials of the 11 universal
graphs with cyclomatic number less than 7. Then we can obtain the Kauffman
brackets of all the links with crossing numbers no more than 13, and many infinite
families of links with crossing numbers more than 13 from the chain polynomials
of these 11 graphs.
In the third chapter, we simplify the calculations of the Homfly polynomials
of a type of oriented links by using the results in the precious chapter and the
relation between the Homfly polynomials of this type of oriented links and the
chain polynomials of their corresponding plane graphs. Similarly, we establish a
relation between the crossing numbers of this type of oriented link diagrams and
the cyclomatic numbers of the corresponding plane graphs. Then we can obtain
the Homfly polynomials of all of this type of oriented links with crossing numbers
no more than 13, and many infinite families of this type of oriented links with
crossing numbers more than 13.
In the final chapter, we study new configurations of benzenoid hydrocarbons,
called benzenoid links. we determine the structures of the smallest and the second
smallest nontrivial benzenoid links of three different types. Their numbers of
Kekule structures are also provided. Finally we list all the benzenoid Hopf links of
type III with 22−25 hexagons by their canonical codes. We hope that the chemist
can synthesize these benzenoid links in the future.
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1910 年，M.W. 德恩引进纽结的群的概念，即从三维空间 R3 中挖去该纽
结后所余的开集的基本群 [3]。它是个容易计算的不变量，有简单的步骤从该
纽结的投影图来写出它的母元和关系。然而它不易鉴别，因为用母元和关系写














· 2 · 第一章 序 言
在 1957 年证明了 Dehn 引理：平凡纽结的特征是它的群是无限循环群。然而，
群相同的纽结不一定等价。E. Artin [5] 等人将纽结理论扩展到辫群理论，W.
Alexander 证明了任一个纽结或链环都是一闭辫 [6]。
1928 年，J.W. Alexander 给每个纽结联系上一个多项式 [7]，即 Alexander
多项式，并证明相同的两个有向纽结，Alexander 多项式在相差 ±tk (k 是一整
数) 的意义下是相等的。该不变量容易计算，且具有较强的分辨能力，它能分辨
交叉点数不超过 8 的所有纽结。




1970年，J.H. Conway证明了 Alexander多项式可以正规化为 Conway多项
式 [9]，记为 ∇L(z)，它由下面的两个关系式所确定：
1. 如果 L 是平凡纽结，∇L(z) ＝ 1；
2. 拆接关系式：∇L+(z)−∇L−(z) ＝ z∇L0(z)。
这里 L+, L−, L0 是三个链环投影图，它们除了下图所示的部分外都是相同的。
图 1.1: L+, L− 和 L0
1984 年，新西兰数学家 V. Jones 在作一个关于算子代数的学术报告时，美
国的拓扑学家 Birman 告诉他, 演讲中的一组公式与拓扑学中研究纽结不变量
时遇到的一组公式很相像，经过几次长谈，琼斯终于弄清了两者之间的联系，
从他关于算子代数的定理中引伸出纽结与链环的一个不变量―― Jones 多项
式 [10, 11]。Jones 证明它满足下面的拆接关系式：
























一方面，发现了分辨力更强的二元多项式不变量―― Homfly多项式 [12, 13]
和 Kauffman[14, 15] 多项式。Homfly 多项式包含了 Conway 多项式和 Jones 多
项式为其特殊情形，鉴别力比二者都更强。Kauffman 多项式也包含了 Jones 多
项式为其特殊情形。
另一方面，找到了纽结理论与量子统计力学的结合点 [16, 17], 丰富了数学
与理论物理学之间的交叉，这不但推动了理论物理学的前进，反过来，物理学
家们也为数学作出了贡献，提出了一系列的纽结不变量。
再一方面，L.H. Kauffman 为 Jones 多项式构造了状态模型，将 Jones
多项式初等化，并通过该模型解决了 Tait 在 19 世纪末提出的一些经典猜
想 [18, 19, 20]。Jaeger，Bollobas 也分别为 Homfly 多项式构造了状态模型，请
参阅 [21, 22]。由于这一系列进展都发端于 Jones 的开创性工作，在 1990 年的
世界数学家大会上，Jones 荣获 Fields 奖。90 年代，俄罗斯数学家 Kontsevich
由于证明了纽结分类问题的猜想等工作而得到 Fields 奖。
然而，计算 Jones 类型的多项式 (Jones, Homfly, Kauffman 多项式) 并不
简单！F. Jaeger 等证明了计算 Jones 类型的多项式是 NP-hard，即使是在变
量取固定值 (除一些特殊情形) 时，计算也是 ]P−hard[23, 24]。人们设计了许
多算法来简化 Jones 类型的多项式 [25, 26, 27] 的计算，并计算了某些特殊类
的 Jones 多项式，如环面结、排叉结 [28, 29]。鉴于此，在这篇论文中，我们
引入了 universal 图的概念，来简化 Jones 和 Homfly 多项式的计算。进而意外
地发现了链环与一个经典的数学研究对象――三维空间中的三正则多面体之间




















· 4 · 第一章 序 言
来解释酶是怎样作用于 DNA 而引起空间结构改变的。自从在 DNA[32] 和蛋白










些参数取值得到。我们就将这样的平图定义为 universal 图。[35] 给出了基圈数
为 1−4的所有 universal图，[36]用计算机给出了基圈数为 5的 111个 universal




定理 2.2.25. 任一个素链环 L 都存在一个具有最小交叉点数的投影图使得
其对应的符号平图的 R 图是 2- 连通且 3- 边连通的或是图 2.12 中的 R11。
定理 2.2.26. 设 M 是 2- 连通且 3- 边连通的图，若 M 不是三正则的，
则 M 可由一个具有相同基圈数的 2- 连通且 3- 边连通的三正则图经过收缩一些
边得到。
定理 2.2.27. 设 G 是 2- 连通且 3- 边连通的三正则图，则 G 是 3- 连通图
或是图 2.12 中的 R12。
考虑到 universal 图基本都是三正则的多面体图，在第三节我们建立了链环
与三正则多面体之间的关系。














§2.1 本文主要结果 · 5 ·
不是 (p, q, r)− 排叉结，S 是链环的子集合，使得 S 中任一个链环都存在一个投
影图，它对应的符号平图的 R 图为三正则多面体图，则 L 可通过对 S 中的某
个链环作一些 unitwining 操作得到。反过来，任给一个三正则多面体图 G，必
存在一个链环投影图以 G 为符号平图，且该投影图具有最小交叉点数。
定理 2.3.35. 设 S 是链环的子集合，使得 S 中任一个链环都存在一个对应
的符号平图的 R 图为广义三正则多面体链的链环投影图，则任一个非平凡的链
环 K 都可通过对 S 中的某个链环作一些 unitwining 操作得到。
最后在第四节，我们建立链环投影图交叉点数与其对应的约化的符号平图
的基圈数的关系，并给出了基圈数小于７的所有 universal 图的链多项式，从而
我们可以很容易得到交叉点数不大于 13 的所有链环和交叉点数大于 13 的许多
无穷类的链环的 Kauffman 括号多项式。
定理 2.4.36. 设 D 是交叉点数为 n 的链环投影图，G1, G2 是与 D 对应的
一对对偶的符号平图，则 G1, G2 的 R 图中至少有一个的基圈数不大于 bn2 c。
在 [38]中，Traldi通过把边替换成 clasp，给平图G联系上有向链环D(G)，
并建立了 D(G) 的 Homfly 多项式，与 G 的赋权 Tutte 多项式之间的关系。更
一般地, 在 [40] 中，金贤安把边替换成有理 tangle，给平图 G 联系上有向链
环 Dt(G)，同样也建立了 Dt(G) 的 Homfly 多项式，与 G 的赋权 Tutte 多项
式之间的关系。在 [39] 中，Traldi 指出赋权 Tutte 多项式与链多项式是有关系
的。本文第三章利用这些结果以及上面关于链多项式的结果，简化了这两类有
向链环的 Homfly 多项式的计算。
定理 3.2.47. 设 G 是一个平图，D(G) 是如上节所描述的与 G 对应的有
向链环投影图，则 D(G) 的 Homfly 多项式 PD(G)(x, y, z) 可由一些与 G 相关
的 universal 图的链多项式的一些参数取值得到。　
推论 3.2.48. 设 G 是平图，Dt(G) 是如上所述与 G 对应的有向链环投影
图，则 Dt(G) 的 Homfly 多项式 PDt(G)(x, y, z) 可由一些与 G 相关的 universal
图的链多项式的一些参数取值得到。
事实上与 D(G) 对应的是一对对偶的平图 G,G∗，我们可以得到类似定
理 2.4.36 的定理，从而我们可以很容易得到交叉点数不大于 13 的所有这一类有














· 6 · 第一章 序 言
定理 3.3.50. 设 D(G) 是如上所述与对偶平图 G 和 G∗ 对应的有向链环投
影图，则 G 和 G∗ 中至少一个基圈数不大于 bn
2




平凡苯型链环的结构（见图 4.45, 图 4.53, 图 4.56, 图 4.59, 图 4.60, 图 4.61），
及其 Kekule 结构的数目（见表 4.1）。最后用标准码给出了第三种条件下苯环
数为 22−25 的所有苯型 Hopf 链环的结构（见表 4.8）。
定理 4.2.56. 设 L 是非平凡的第一类苯型链环，则 H(L) ≥ 24，且等号成
立当且仅当 L 是图 4.45 中的某个苯型链环。
定理 4.2.57. 设 L 是非平凡的第二类苯型链环，则 H(L) ≥ 24，且等号成
立当且仅当 L 是图 4.45 或图 4.53 中的某个苯型链环。
定理 4.2.58. 设 L 是非平凡的第三类苯型链环，则 H(L) ≥ 20，且等号成



















于纽结理论的基础知识可参考 [41, 42, 43, 44] 的有关章节，及姜伯驹著的科普读
物 [45] 的前三章，关于图论的基础知识请参考 [46]，关于纽结理论和图论的交
叉请参考 [47]。
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